
3

�������
† �	��
�� †† 
�� (��� ) ��� ††† ����� ††††

† �����	� �����	�� �!��
†† "$#�%�&��� �!�'

††† (�)�*�+��	� +���,-%�&/.�0�1�2�3	4�5/6�7�+����
†††† ���8����9�:�;�<�=�>�?	@�A/7�B�4

C8D E	FHG
3 IKJ�L	M	NHOQP	JHR�S	T	U8V	W$X E	F O$Y	Z�[]\H^`_	aHR8S�b	c$d$e	f]V	g�S$hji G T�U	VQXlkm�n�o�p�q�r�sut�v gxw�y/c�z m�{�|}m�~������/��� S�_�a}�����u��O ��� R�S�h������ � WxX E�F�G 3 I�J�L

MuN�O�PuJ�RuS�T�U G X�_�a����u��� Gu�	�/��� z p �/� m��u� O�����RuS�h���TxX�b Gx��� OxY�����V��u �R
SQ¡	¢HO$£�¤¥hjg	¦$X§�	�8�HV	¦	¨	© �8�ª�«� z p �l� m c$W$X¬z mQ{	|Hm`~ c t	­ w	yHd]®$¯$°	±	²]³ G °	±	´µ O�¶8·�R�S�b�c�O�¸�¹	R�S�h

Calibration of a System with a Range Sensor

and a Motorized Stage

for 3D Full-Shape Reconstruction

Tomoya Shirakawa† Akihiro Sugimoto†† Ikuko Shimizu Okatani††† Atsushi Imiya††††

†School of Science and Technology, Chiba University
††National Institute of Informatics

†††Dept º of Computer, Information and Communication Sciences,

Tokyo University of Agriculture and Technology
††††IMIT, Chiba University

Abstract For 3D full-shape reconstruction, we develop a measuring system that consists of a range sensor

and a motorized stage, where the motorized stage can be controlled through a computer. We then propose a

calibration method for estimating the transformation between the coordinate system of the range sensor and

that of the motorized stage. We also present experiments that evaluate this calibration method from various

points of view.
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1 » ¼¾½À¿
k mun$o�p}quÁx{ � m g}Â G�ÃuÄ � WxX EuF}G 3 I

JuMuN}ÅuÆ§Ç}O}È ­ �uV �u� RuSxÉjÊ}dxË}ÌjVx£uÍ �
©K¨8S [1]h 3 IKJ8MKNHÅ8ÆÎÇHWQXxÏÑÐ	ÒÎXuÓ m8qQp	ÔÑÕÖ V	¦8×	S8�ª� Õ8nKm$Ø G$ÙHÚ8G �8Û	X�Ü8Ý EHG M	N8Þß X�à	áKâ	¡]V	¦K×	S E8F8ã ÛKX�gHÂ$VÎäH¨]^ � S$h	Óm8q$p	ÔÑÕ Ö V	¦8×	S	�ª� ÕKn	m$Ø	� W$X§å	æ	çHd Ù]Ú
OÎè]éÎê]V$¡ E O � V]c§ëÎ©Kì8SHbKcQd �Hí gK¨$hHîÎ\
î�X Ù}ÚuG 3 IuJuMuN¾c�ïuðuñ}d Ã \ � Ò�X�åuæuç}Vò ¸ Gxó}ô \}^xi G§Ù}Ú OuìjTxõuö÷Ox�uø}RjS}bucxd�]í S$h	�	TQXxù8ú8X�û8ü G]ý ¤Îg$þ8ÿ]�$Ü8Ý E G 3 I
JKM8N Æ p]q O ��� �8V����ªî X	Æ {Hq Ç	� p�
 Ó � c
î�©
���÷V
��i�¤uc�¨}¤���� {���� Ö ®���U�^ � ©u¨
S [2], [3]h���V$X8ù�ú G k m�nQo�p�q���p �	g�Â G U� �]îÎ¨���� V��]¨ÎXxàKá8â8¡]V8¦8×8SQX ý! K� �QÇ gE�F�ã Û G e�f�"�d$#/î$© í ©�¨�S�hE	FHG

3 I	J	MKNHO�%�&	_8aHR8S('�)lc	îQ©$X Micro

Scribe g}Â G &�*�+ G '�) c�X z m�{u|�m�~ g}Â G
,&�*�+ G '�)Hd$-!.H^ � S [5], [4], [7]h�&�*�+ G '�)� W�X E�F0/�G P8J/î�T�¨�[�O 1 [ 1 [�_�a/î�©�¨21 h
b G '�)�W , i G$3 ¨�d$4�5 � X 3 I�J�ð8ñ�O�P�J/î�T
¨�[�O�È$6�V�è�7 �]í S�c�¨�¤98�:�d�;�S�h�i G$<�= X
_ua}V
>jû}g
?A@¾c
B�³uO�f î X�C ^ � SuÆ p÷q d
D1 X�E�F}d�û í ¨�cx¨�ë�T$G�:�d�;uS�h/b � V$H/îx©�X, &�*�+ � ;�S¾z m�{u|÷m�~ W�H�I}V¾z pKJ � � Õ ÖL O(M�Nªî`X	i G z p(J � � Õ ÖOL G ö]O 
�P�Q8�(R a
î«X	� � Õ ÖSL G�T ë ©	¨KS E8F	ã�=�U]G [ G 3 I	JK°
± O(VK�8a�W G(X�Y � _�Z]R8SÎh�z p�J O�[8älîQ©8¨KS
TKUQXªz p�J O(\�]]R	S ý ¤Îg ã�=�^ "]O ®Q¯ E8F]G M
N OQPKJHR8SHbKcQd � í g	¨Îh}îQ\ î«X
_ g 3 IKJHÆ pq O$4�5�V$C�S�b�c�d �Hí S�c�¨�¤98�:�O�®$¯�h
i]b � XÎ��` � WQX EKF]G 3 IKJ8LKMKNKP8J]O	acblî

©ÎX�z mQ{K|]m«~ c t	­ w8y \]^QgKS$_8a �8�K�8�8O �� R8S$h]b	b �Ît	­ wKy�cQW$XHk m	n o pHqQ��d(e�f�g��h ­ O(i�j V r	s �]í SQw8y � ;8SÎh$�K_8a �8�8�K�
O�ä�¨�T E�F�G L8M�N�P�J G ��k/í W�I G�ý ¤�V�g�S�h
��l X t	­ w8y]V EKF O(m�nKX}k mKnÎo p]q$� w	yHO rs î�X E8F O$o�p G�ó�ô \�^9q�r/î�X�s�t�õ�ö�O$C�S�h
I VQX�u�C �«� T(s�t8õ8ö]O(v�w�x8Í�n]©QX EKFHG LKM
N OQPKJHR8SÎh}b G c í X$o�p G Z	[]\ ^yCª^ � T(s�t
õuö}WxX}i �{zx� G Zu[ GK| ) c~}���VK���}RjSx°u±
² � ã �`� ©K¨	S8TKU$X$��s�t8õ8ö]OQX$���ªcÎg	SQ°K±
² � ã âHR8SÎe	f]d�;	SQhHb G T8U8V8WQX/z mÎ{	|]m ~
c tu­ wuy G ��� | ) c G���� O
�÷UuS}buc§dxeuf c
g8SQhx��` � WQX}b � O�z mQ{	|]m`~ c t	­ wKy G	�§�

��� z p �/� m c$����X�i G ��� O�����R�S�h�i�î�©�X
��� ��� G���� O�Y����	V��� �R�S�¡�¢�O�£ª¤ h

2 ����������� �����������
2.1 �����������
��` ���u� RuS�_ua}���u����WxX z m�{u|}m�~ c t­ wKy]\H^Îg	SQh�z m${8|]m«~ cKîQ©$X LDI  �¡ G PS-

3300C OQäH¨KSQh��KTQX t8­ wKyHWQX /(¢K��£�¤�¥�¦  ¡ G 6 §/k m Ö � p�Q QT-CN6,
g ����� p�{ ALS �� p�¨ X d(eª©¬«�­ �8� p	{ ARS/ATS/ATD � � p�¨

O([Kä]R	SÎh 3 ¤ t	­ w8yHd ®Q¯HÈ�6 � WÎX g � óHô V
1X d$e ó�ô V 2

� X�x�_ 3
� ;�S�h

z mQ{8|]m«~ c tK­ w8yHV�H�îQ©ÎX�® 1(a)X (b) V$Û
R ý ¤xV�X 2 ¯  �G
° )}Oxä�¸�RuSxh0® 1(a) W�X tu­
wuy G g � ó}ô c}z mx{�|}m ~ G Z�± ó}ô cxdK%�²�R
S ý ¤Qg ° ) � ;KSQh�³��	XHb G]ý ¤$g ° )HO(%�² ° )
c$�	é�h�´ ó X0® 1(b) W�X t�­ w�y G g � ó�ô c�z m{�|�m�~ G Z�± ó�ô c�d$µ�£�V�g�S ý ¤�g ° ) � ;�S�h³��KX�b GHý ¤$g ° )]O�µK£ ° )�c��	éQh	g	¦$X�® G(¶· d�z m�{�|�m�~ X�¸ · d t�­ w�y � ;�S�h
YuZu[�\}^ EuF Ox_ua/î�X�C¾^ � T
s�tuõuö�OKv�wxuÍ�n�© 3 IuJuL�MuN�OxP�J}RuSuTuU�VuWxX��uZu[�V��� R8SÎ°8±8² � ã � � T�s�t8õKöHOQX(���lcQgKSQ°8±

²]VÎ´ µ RKSQe	f d�;	SÎh��K_8aH�K�8�	� � W$X t8­ w
y]O k mKnÎo§p]qQ�Qr8s îQ©8¨KS	T8UÎX/z mQ{8|]m«~ ct�­ w�y G ��� | ) (¹�º | ) ) c G$» H���g | ) �$�
O
¼ � Ò�X�L}© G sAtuõuö÷Oxwuy G ¹�º | ) G °u±�²� ã RHb8c$d �Hí SQh�iHb � X t	­ w	y]O r8s î X$H�I
OxYuZ�[}\}^�_ua¾î�X�i G 3 IuJu°u± c tu­ wuy G rs W \H^«X t	­ w8yªc]z mÎ{	|]m`~ G ®Q¯Q°8±	² O �§���� z p �/� m R�S�h

(a) %�² ° ) ½ b) µ�£ ° )® 1: z m�{	|�m�~ c t�­ w�y�\H^�g�S�_�a��������
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2.2 ¾{¿{À{Á�Â�ÃÅÄ�Æ�Ç{Á�Â�Ã
z m {K|Ñm ~ OÈ® 2(a) VÎÛÑR h}z mÎ{ |Ñm ~ WÎX�z pJ � � Õ ÖÉL G öHO 
�P�Q	�(R a�î«X�� � Õ ÖÊL G(T ë

©u¨uS EuF�ã�=�U}G [ G 3 IuJu°�±}O
Vu�uaAW G
XAY� _�ZHRKS$h$Ë÷ë ©$X$C�^ � S 3 I	J	°K±HWªz mQ{	| m~ O /�Ì cQRKSQ°	±K² � ã �«� ©	¨8SÎhHb G z mQ{8| m~ d�®�¯�°�±�²�O�X0® 2(b) V�Û�R h�b G °�±�²�O z m{ °�±8²/c$����X xr-yr-zr c ã R h® 3(a) V t�­ w8y�O�ÛHR h t�­ w�y G ¹�º | )]O$��lcQRKS$°8±K²HOQX$��` � WQw8y8°8±8²ªc(�8éQh�b G w
y ° ±K² WÎX�® 3(b) V Û R ý ¤ VQXÍ¹Èº | ) V�; S t ­
wKy G d�e�Î G�/�Ì VÎX�i GÏX [ÑO]® ¯ ý ¤QV xu-yu-zu

c�·�Ð�R�S�h/b G tu­ w�y�W xu, zu § d  V d$e R�S
bucxd �}í X�wuyu°u±u² G d
e § fÑd
e ó}ô O�® 4 V
Û�R ý ¤�V�·�Ð�R�S�h�b�b � X θ W xu § d  �G d$e �
O ã î�X φ W zu § d  �G d$e ��O ã R hH��T t�­ wuy
W�X�w8y�°�±�² G zu §�V$Ò�ë�© g ��h ­ R�S�h

ÓÕÔ
ÔÔÖ ×

(a) z m�{�|�m�~ ½ b) z m�{ °�±�²® 2: z m�{�|�m�~ c�z m${ °�±�²

ØÚÙ
Û Ù

Ü Ù
ÝßÞáàãâ

(a)
t	­ w�y ½ b) w�y	°�±�²® 3:

t�­ w�y/c�w�y	°�±�²

ä å

æçéèëêíìSî

ï ï

ï

ð
ñ

® 4: w�y�°�±�²/c d�e �

2.3 ¾{¿{À òóÆ�Ç{Á�Â�ô�õ
z mx{ °u±�² c�wuyu°�±u²¾c G °u±�´ µ W�X dKe £ö
R,
g ��÷ � Ö Ç t

� ã ��� S]c�R	S�h�³���Xªb G °
±	´ µ Oªz mQ{ø© w8y	°8±8´ µ c��	é]b8cQV	R	SÎh z m{ù© w	yK°	±	´ µ O��]U	©8¦ù1$b	cÎV ýú X z mÎ{ °	±
² � ã � � ©8¨KS���s�t8õKö]OQX(���lc$g8SÎw8yK°8±8²
Vx´ µ î X�û}guS�Z�[}\}^ÍC ^ � T
s�t�õ�ö}OKv�wAx
Í�nH© E	FHG L�M	N]O$P	J�R	SHb8c$d ��í S$h z m${�©
w8yK°8±	´ µ W$X t8­ wKy]V � � � � z p � � m ä GQEF O�m�nKX tK­ w8y O r	s îQ©K¨�ü8¨�ü	g | )]\ ^8b �
Ox_ua¾î�X EuF�U}GAý ´ G [ G z mx{ °�±u² � G 3 I
J�°	±�þ G��$� \�^ ���/�`� z p �/� m R�SQh
wKy]O r8s îQTÑc í G z mQ{ °8± ² � G ° ±�þ c«X§iG w	y�°�±�² � G °�±�þ G��$� V�¯�¨�©$ÿ��]S�h
j O$w	y r	s0d p�c$R�S$hÑiHî$©$X j

d w	y r	s � GEuFuãA=�U�G
i
� a G [}O pij c ã R h0® 5(a) VxÛ�Rý ¤�V�X�Ï}ÐjÒ�X	_�aj[ i

G wjy�¹Aº | )�N�� G [÷W
pi0 c ã ��� XKw	y r�s O���Ð	©	¨21$c pi1 X pi2

GHý ¤
V ã �`� S$h§[ pij

G °8±]O$X¬z mQ{ °8±	² � W aij :=

(aij , bij , cij)
> X wKyK°K±K² � W bij := (xij , yij , zij)

> c
Þ�ÿ�R�S�h z m�{ °�±�²/c�w�y�°�±�² G��$� X�¦ ý ��X
2 ¯ G °8±�² � ã ��� TQ_�a	[ G °�±HO�® 5(b) V$ÛHR h
z m${8|Hm`~H� C]SHb	c$d �]í S$°	±HW�z m${ °	± aijG�� � ;  X w8y	°	± bij W�	�¼ � ;	SQh z m${ °	±	²
OQwKy8°K±	²]VÎ°	±8´ µ R	S b8cQV ý! X EKF]G 3 I8J
°�±HO�w�y�°�± bij

� ã R�b�c�d ��í S�h
_uau[ i O�
�ÐuSxh�wuyu°�±u² c}z m�{ °u±u² G ³G���� W�X d�e £ ö R,

g ��÷ � Ö Ç t O$ä]¨�©$X8I Gý ¤$V ã R�b�c�d ��í S$h
bij = Raij + t. (1)

A O�I ¥�GHý ¤�V�·�Ð�R�S�h
A :=

(
R t

0 1

)
h (2)

ãij := (aij , bij , cij , 1)> X b̃ij := (xij , yij , zij , 1)> c`·�Ð
R�SHc�X ¥ (1) W

b̃ij = Aãij (3)

c
� í µ Ð	S]bKcQd � í S$hQ��`HVK¦8×KS �§� �«� z p
�/� m cxW�X z mx{ © w�y�°�±u´ µ A O$��U�S�b�c�V»�� R�S�h
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½ a) _	a�[ Gcb ­
(b) z m�{ °�±�²/c�w�y8°�±�²® 5: z m�{ °�±�²/c�w	y�°�±�²

3 � � dfe ¿hgji � � �lk �nm �poq ��� �srutwv xsy �{zu| }�~
3.1 �������s���������������s�

j �����$w������������������������¡ £¢�¤�¥���¦�w
�§���§¤�¥ Bj ¨ª©§« ¢­¬c® Bj ¯ j �°����w§���§���
 °¢����§¤§¥ Rj ¨ �§��±°²{³µ´ tj �·¶°¸§¹c¦�º°�°»¼c½  �¢�¾ ¨c¿�À�Á ¬c®

Bj :=

(
Rj tj

0 1

)
(j = 1, 2, . . .). (4)

Â�Ã w�� ¯ xu Ä ¨ zu Ä �ÆÅ ½ �c���§� À�Á ¬c®ÆÇÈ ¿�É ¹�¦�w§�§�§�­¤§¥��§���§Ê­Ë Rj ¯ ¦ xu Ä �ÌÅ
���c��Í θj , zu Ä �ÆÅÎ���c��Í φj ��¶�¸�¹

Rj =




cosφj − sinφj 0

cos θj sinφj cos θj cosφj − sin θj

sin θj sin φj sin θj cosφj cos θj


 (5)

¨  �¢�¾ ¨c¿�À�Á ¬Ï®�Ð È ¦8w�� ¯ zu Ä�Ñ�Ò ½ �����
� ¿�À�Á ¬ È�Ó ¦�w����§��¤§¥��c�­��±�²Ì³Ô´°� tj =

(tj1, tj2, tj3)
> ¨cÕÆÖ ®�× Õ ¦ Â�Ã w�� ¯ w���Ø§Ù�Ú��

zu Ä ½�Û É ¹c���§Ü Ã ¢�¬�� À ¦§Ý ½
tj1 = 0, tj2 = 0

À�Þ ¬�®àß (4)
½ ¦ Rj ¨ tj �Ïá�â£¢�¬�¾ ¨ ½ »�Åã¦ Bj

¿cä Ð�¬c®å­æ§ç
i �xw­��è§é§ê�ë (j = 0 � ¨§Á )

½ Õ§ì ¬Ìíî�ï Ø�Ù�Ú ¨ w���Ø�Ù�Ú ¨ ��ðÏñ�ß ¨ ÇÏ¹ , º�ß ¿ Ê�ò
¢�¬c®

b̃i0 = Aãi0 ® (6)

j ���Ï��w��������có�ô�¬ ¨ ¦�ß (6) ¯ ¦
Bj · · · B1b̃i0 = Aãij (7)

¨ ×�¬Ï® È�õ ÇÎ¦ ãij ¯ j �$w�������ö£�c÷�ø�ù�ú�û£üý ü
þ£¬¡¦ å�æ�ç
i �ÿí î�ï Ø�Ù À�Þ ¬Ï®Ïß (6)¦ (7) »

Å ¦�º�ß�� ý ¬c®
Bj · · · B1Aãi0 − Aãij = 0® (8)

ß (8) ¿ ¦�w�� �à�­�ÌÇ ¦ ����� �����°� ç � å­æ ÇÈ ¨�Á ½
1
ç � �	� û�ü ý üÎþ�¬ A

½ ð­¢�¬c�	
�ß À
Þ ¬Ï®

3.2 �
�������
���à�������������������
í î�ï�� � ��Ø�Ù"!$#��&%$'�¢)( Á+*$,"-�¯ ¦ R � 9.0/ ¦ t � 3

.0/ �&1 å
12

.0/ À�Þ ¬Ï® R ¯ R>R = I2
I ¯)3 ê�¤�¥04 �)5 È ¢�� À ¦ R �76&8&9 ¯ 3 À�Þ ¬Ï®

R>R = I ¯ R � .0/ ½ ð�¢�¬):0;"<0="> ½ × É ¹�¸�¬
¿ ¦&:0;"<0=$>0? À�¯ ¦A@�¸Ïè�é0B��&C�ô�×�¸ ¨ ¦AD0EF ½$G É ¹ ÇÏÐ ¼ Â$H"I ¿�Þ Åã¦£¾ þ£�)J$K£¢�¬�� ¯"LM À�Þ ¬Ï® Û ¾ À ¦ R ¿ 5 È ¢ R>R = I �AN0OÆÇ
¦ R

� 9 P � .Q/ ¯SR ¹ST­ò À­Þ ¬ ¨VU '{Çª¦	;Q<QWQXZY[	\ �c¶£¸�¹ R ¨ t �A%"'�¢�¬c®"%	'^]Îþ È
R ¯A_	`a"b ¤�¥ ½ × É ¹�¸�¬ ¨�¯"c ü¡×�¸�� À ¦ a"b I �)5 È

¢�» ¼c½
R �Ad _ ¢�¬�¾ ¨cÀ ¦��c��¤�¥��e%	'�¢�¬ ¨

¸ ¼&f	g	h	i	j � ¨ ¬c®
;Q<QW	XkY [Q\ À§¯ ¦ *Q,Q- ½ � ¢§¬c�Q
§ß�� -°¿l . À�Þ ¬c® 1 ��� � ����� À ß (8) �Am 1 Ê�Ë�¦	m 2

Ê�Ë�¦Sm 3 Ê�Ë�û£ü 3 n��Ï�"
�ß ¿ ý ü þ£¬�®§× Õ ¦Sop �Am 4 Ê§Ë ¯Sq	rks ½
0 ¨ ×§¬c®���
§ß -°¿S*�,Q-t � ½ ×�¬�» ¼¡½ ¦ å�æ�ç ¨ � ������� - �vu Ö ¢�¬)w. ¿�Þ ¬c®�  1

½
A �A%	' ½ w . × å�æ­ç -Æ¨ � ���

��� - ��ðcñ��Ax�¢ ®
  1: w . × å�æ�ç -Æ¨ � ������� -Æ¨ ��ðcñå�æ�ç - 1 2 3 4

t �
� ������� - 4 2 2 1

3.3 y�z�{ | ����}
~
�����Z�
�
í î�ï���� ��Ø�Ù"!0# A �&%"'�¢�¬ ½ ¯ ¦c�"
�ß (8)

�Ao p ¨�� p ¨ �A���	Y [�� ´���� i ¨ j
½ ð�¢�¬A�

∑

i,j

‖ Bj · · · B1Aãi0 − Aãij ‖2 (9)

�AW	X ½ ¢§¬ A �AJ�ô	�°»c¸c®Q�0� À�¯ ¦�;"<�W	X�Y[0\
[6]

½ »£Åã¦ A �&%	'£��¤ ¼ ®�¢�×A�7�c¦$:";	<0�� �vN"OÿÇ¡¹&%"'��Ï¤ ¼ ® Û � È�Ó ¦ A �)%0'�ö ½ ý ü
þ È ����¤�¥ ½ �"� ¢�¬v��Ë�� _"` a"b ¤�¥�� I"� �)5

4



È ¢��¡��¤�¥$� ¨ d _ ¢�¬vw . ¿�Þ ¬ ¿ ¦�¾�¾ À�¯ [10]½A� É ¹Ad _ ¢�¬�¾ ¨ ½ ¢�¬ .

_�` a�b ¤à¥ ÀàÞ ¬à� � ¤à¥ R ¯ ¦ t ?�� ß ��5 È ¢ ®
R>R = I ® (10)

;"<0W0X7Y [	\ ½ »£Å ý ü þ È ¤�¥ R �Ï¦�ß (10) �&5È ¢Ï¤�¥�� ¼ �Ï¦ Frobenius norm ��� ¨ÏÀ R û£ü�W��� ¸Ï¤�¥ R̂ À �	� ¢�¬�®�¢�×&���Ï¦ R̂ ¯ ¦�ß (10) �&5È ÇÎ¦�û	nc¦
min
R′

‖R′ − R‖F (11)

�A��Ê�¢�¬ R′ À�Þ ¬ .

¸�Ð ¦ R �¡ $¢�B Ë F ¢à¬ ¨ º � » ¼ ½ × É È ¨ ¢ ¬ ®
R = USV >. (12)

È�õ Ç S := diag(σ1, σ2, σ3) À�Þ ¬ ®Æ¾·� ¨�Á Z =:

V >R̂>U = {zii} ¨ÏÕÆÖc¨ ¦ Z ¯ a	b ¤�¥ À�Þ ¬�� À ,

trace(R̂>R) =

3∑

i=1

ziiσi ≤

3∑

i=1

σi (13)

¿ Ê Åµò�nc®�ß (13) ÀSrQ£�¿ ÊsÅÔòkn�� ¯ R̂ = UV >

¨ Ç È ¨�Á�À�Þ ¬�®�Ç È ¿�É ¹¡¦ ä Ó ¬ R̂ ¯ R̂ = UV >

¨ ×�¬�®

4 ¤¦¥
§ ¶ÆÇ È í îcï0¨�î�© ¯ ¦0W	ª	O"«�Í	9 ¿ 30 ¬ À�Þ

¬�®{í îÏï0¨£î+© û£üÏ��÷�ø ¿ 20cm û£ü 75cm �&­�®½ Õ ¸�¹c¦	¯ ç �A1 É È ÷�ø�ù�ú ¿A° ý À�Á ¬c®
�0� À�¯ ¦ 3 ±0²��&³"´ ½ » É ¹0µ�¶¸·+¹ÿí i0º�» î

�)¼09£�&½$¾ÿÇ È ® 1 ¿ÿ�¡�&³0´ À�¯ ¦ í îÏï Ø�Ù�Ú ¨� ��Ø�Ù�Ú ¨ �"µ�¶�·�¹Xí i"º�» î ½ ¶�¸�¬Ï�$
�ß�� -
�$À)' Ç ¦ å�æ�ç -X¨ � ������� - �)!"Á�]+Â�¹�¦A¼$9
�)½0¾ÿÇ È ® 2 ¿ÿ���&³0´ À�¯ ¦Ãµ$¶�·�¹ÿí i0º�» î �È§Ó ½ ¶°¸�¬ �Q� ¨ í î�ïQ¨�îV© ¨ ��÷§ø°�Ä� ¿ ¸ ½
»�¬&¼09£�v½0¾ÿÇ È ® 3 ¿ �Ï�&³0´ À�¯ ¦�Å0ÆÿÇ È å�æ
ç ��Ë0Ç£�"� ¿ ¸ ½ »Ï¬&¼09£�)½"¾ÿÇ È ® 3 ±0²£�&³"´
¯ ¦�º��AÈ	É ½A� É ¹c¤ É È ®

1. Ê 6(a)
½ x�¢ �$�

(� p 
 8cm) � Â�Ã � � ½ [ Â�¦
í îÏï0¨£î+© À&Ë0Ì ¢�¬ ( í îÏï0¨£î+© û£ü �0� Ð
À �c÷�ø ¯�Õ » Û

40cm À�Þ£É È
)®

2. í îÏï$¨£î+© �&¯ ç ¿ 1 ¼ ­7®"Í À ¦ θ ¿�Î 10 ¬ t
Í¡¦ φ ¿"Î 5 ¬ t Í�� � �����£��ÇÎ¦ �0� �)� p �Ï ]�� 2 Ð°û ü 3 Ð°� Ï ]����§�§Ü Ã �§¢§¬�® Û
Ç�¹c¦	Ñ Ã Ç È �	� �Æí îcï	¨�î�© ÀAË0Ì ¢�¬c®

3. Ê 6(b)
½ x�¢�» ¼c½ ¦ ° ý Ç È ÷�ø�ù�ú�û�ü� 	Ò

s × å�æ�ç �vÈ Ã À Å"Æ Ç
¦Xí î�ï Ø�Ù�Ú À  ¸]
þÈ
3 º"Ó�Ø�Ù ¨ � ��������û£ü ¦ÿí îÏï¸�Ô� ��Ø�Ù

!	# A �A%	'�¢�¬c®
4. %	'Õ]Îþ È

A
½AÖ�× Á ¦ í îcï Ø�Ù§Ú À  �]Îþ È

2 Ø��Ï÷�ø�ù�ú (
� ��è�é�ê�ë ¨ 1 ��� � ������ö

�Ïê�ë À �Ï÷�ø�ù�ú ) � � ��Ø�Ù�Ú ½ !0#ÿÇ ¦ l"Ù
1	�	Â�¬c®	Ú	Û s ½ ¯ ¦ í îcïÜ�Ý� ��Ø�Ù	!	# A¦� ������¤�¥ Bj �)Þ��Ïß (7)

½ á�âÆÇ ¦ � ��Ø�Ù
Ú À  ÆÇ È Ø�Ù bi0 � ý ¬c®

ßáà)âSã
(a) Ë	Ì �	� 2

b)
å�æ�ç �AÅ	ÆÊ 6: È	É

í î�ï	¨°îä© À ý üÎþ È ÷�ø­ù§ú ¯ í îcï Ø­Ù�Ú À
 �] þ�¹�¸�¬Ï®Xí î¡ï Ø�Ù�Ú À  ¸] þ È

2 Ø���÷�ø�ù�ú
� l0Ù 10�0Â È&å"æ �0Ê 7(a)(b)

½ x£¢ ®Äµ"¶¸·�¹ÿí i
º�» î ½ »�Åç%$'�]
þ È í î�ï��è� ��Ø�Ù"!"# A

½¡Ö�×
Á ¦�÷�ø�ù�ú�� � ��Ø�Ù�Ú À   Ç�¹ l$Ù 1"�$Â Èvå"æ �
Ê 7(c)(d)

½ x£¢ ®�í îÏï0¨�î+© À&Ë0Ì ]Îþ È ÷�ø�ù�ú
¯ ¦&O ç ��ê�ë��"é0ê ½)ë0ì Ç�¹�¸�¬ È�Ó ¦ Û ��Ð�Ð l
Ù 1$�"Â�¬�¾ ¨¡¿�À�Á ×�¸¡®&u$O ç Àv° ý Ç È ÷�ø�ù�ú
� � ��Ø�Ù�Ú ½ Ø�Ù0!$#XÇ È ¨�Á ¦ _ Ç Ö µ�¶�·+¹Xí i
º�» î ¿�À�Á ¹�¸cþ�� Ë	Ì �	� �Aí	î	��Ë ¯ �	ï�¢�¬c®
Ç È ¿�É ¹Ï¦Qµ�¶¸·+¹ÿí i0º�» î �&¼"9"½"¾ ¯ ¦ � ��Ø
Ù�Ú À  ÆÇ È ÷�ø�ù�ú�� l	Ù 1	�	Â	ð	ñ ½ »�ÅÔ¤ ¼ ®

(a) í îcï Ø�Ù�Úóò	ô 2
b) í îÏï Ø�Ù�Ú � ô

(c)
� ��Ø�Ù�Úõò	ô 2

d)
� ��Ø�Ù�Ú � ô

Ê 7: í îcï
,
� ��Ø�Ù�Ú À  �]Îþ È

2 Ø��c÷�ø�ù�ú��l	Ù 1	�	Â	ð	ñ
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4.1 ���Õ�Õ�ö��� �°�Ì�÷�k� � �°�køÕù�úÕû
��
§ß°� ý ¬Sü ½ ¦ å§æ§ç - �Sý­��¢SþQ1 ¨ ¦ � �

����� - �)ý��£¢)þ$1 ¿�Þ ¬Ï®�¾�¾ À�¯ ¦	� - �Ï�"
�ß
� ° ý ¢�¬ ¨�Á ¦ å�æ�ç -X¨ � �����£� -�¿�ÿ ��» ¼ ×
ð�ñ ½ × É ¹�¸�þ7�¡¦A¼09"@�¸0µ�¶�·�¹Xí i$º¸» î ¿�À
Á ¬�û��&½"¾£¢�¬�®�  2

½ ¦ å�æ�ç -ÿ¨ � ������� - �
ð�ñ��)x�¢ ®A�0³0´ À�¯ a ¤���ë�����¶ Ç
¦c�"
�ß -�¿
72

½ ×§¬ 8 î Åª����� i î �eÅ	�c¦�µ	¶�·�¹Ìí iQº�»
î �c¤ É È ®

  2:
å�æ�ç -Æ¨ � �����£� - ��ðcñå�æ�ç - 24 12 8 6 4 3 2 1� ������� - 1 2 3 4 6 8 12 24

�"
�ß - 72 72 72 72 72 72 72 72

8 î Å �)³$´
��� i î ½ Õ�ì ¬ l$Ù 1"�$Â"ð$ñ�� � û
ü�� È)å	æ �	Ê 8

½ x�¢ .

Ê 8 û üª¦ å§æ§ç -Ì¨ � �­���°� -°¿ µ	¶�·V¹Æí i
º�» î ¼"9 ½ ð�ñXÇ�¹�¸�¬�¾ ¨�¿ Ë�û�¬¡® å�æ�ç -X¨ �
������� -£¿ ��
09 ½ ×�¬ ¨�Á ¦&¼"9$@ Ö µ�¶�·�¹Xí i
º�» î ¿ ¤£ô�¬Ï®�Ç�û£Ç
¦ ÿ �£ü�û ½�� É ¹�¸�¬&þ01 ¯µ�¶�·+¹ í i"º�» î �)¼09 ¯�� Ö ×�¬�¾ ¨Ï¿ Ë�û�¬�®�¾
þ ¯ ¦��°�Sw��°ÇQ���S�°� å­æ§ç ��� æ À°Á ×�¸°¾ ¨
¿�����À�Þ ¬ ¨ J£ô�ü þ£¬�® å�æ�ç -�¿�� × Ö ¦ � ���
��� -£¿ u£¸)þ01�¦A¢£×�¬ å�æ�ç ��� æ ¢�¬�¾ ¨ ½ » É
¹���Ð�þ�¬��	� ¿�� ÞÆÇÏ¹�ÇcÐ É ¹�¸�¬ ¨ J£ô�üÎþ�¬c®

4.2 y�zk{	�óz	� �"!§�	#�$ � �°�køÕù�úÕû
¾�¾ À�¯ ¦&%�¤'� ë ( Ê 1(b)) �(��¶�Ç ¦&µ&¶�·+¹�í i

º�» î � È§Ó ½ ¶°¸�¬ ��� ¨ í î�ïQ¨�îV© ¨ ��÷­ø°�
� ¿ ¸ ½ »c¬	µ	¶�·+¹Æí i	º�» î ¼	9��A½	¾��c¤ É È ®
º�� 2 î ÅÎ�A³	´£�c¤ É È

.

• í îcï0¨�î�© ¨ �	� ¨ �c÷�ø ½ »c¬A¼	9	½	¾
•
Â�Ã � ���c�������Aª	X ½ »c¬A¼	9	½	¾

¾�� 2 n��&³	´ À�¯ ¦ 4.1 ) À �)³	´ ½ Õ ¸�¹&¼	9"@£¸
ð$ñ ¿ ý ü þ È å�æ�ç - 6

ç ¦ � ������� - 4 ����� iî �Ï¶£¸ È ®�Ð È ¦ 2 n��&³0´ ½ Õ ¸�¹Ï¦ Â�Ã � ���c�
�­�°��ª Á°Ö Ç È �§� ¨ ¦	X�] Ö Ç È ���°�·¤ É ¹­¸
¬c® Û þ+*cþ��c��������  3, 4

½ x°¢ ®�  3, 4 ���c�
Í§���§�§� ¯ ¦7Ê 3(b)¦�Ê 4

½ xÌÇ È � ��Ø§Ù§Ú ½ �
¢�¬��¡� À�Þ ¬Ï®c����� ¿)_ � ¨�Á ¦ Â�Ã � � ¯ í î¡ï
¨�î+© û�ü-,/.�û�¬ Ñ�Ò ½ Ñ Ã Ç ¦������ ¿�0 � ¨�Á¡¯
í îcï"¨�î�© ½ � × Ö Ñ£Ò ½ Ñ Ã ¢�¬c®

(a)24
ç

, 1 � 2
b)12

ç
, 2 �

(c)8
ç

, 3 � 2
d)6

ç
, 4 �

(e)4
ç

, 6 � 2
f)3

ç
, 8 �

(g)2
ç

, 12 � 2
h)1

ç
, 24 �

Ê 8:
å�æ�ç -Æ¨ � �����°� - ½ »c¬S¼	9	½	¾ (

å�æ�ç
- ¦ � ������� - )

4.2.1 1�2�3�4 265 768�9 7�:�;�<+=�>�?�@�A�B�C
º�� 2 î ÅÎ��� � i î ½ Õ ¸�¹A³	´��c¤ É È ®
1. í îÏï"¨�î+© û�üÏ��÷�ø ¿�Õ » Û

60cm
½ ×�¬�» ¼

½ �"� �Ïë Ö ® Â�Ã � �£�������£�)X�] Ö Ç¡¹0µ�¶
·�¹Æí i	º�» î ��¢�¬c®

2. í îÏï"¨�î+© û�üÏ��÷�ø ¿�Õ » Û
30cm

½ ×�¬�» ¼
½ �Ä� �·ë Ö ® Â­Ã � � �à�­�§� ¯ � ©{¨är Ç Ö
¢�¬c®

Û þ	*�þ��eðQñ�� � û°ü�� ÈSåQæ �QÊ 9
½ x ¢ ® íî�ïQ¨ îä© ��D å � ¦	OQ; Ñ°Ò ½ u Ö � å­æ ��� ¿ �

Ð�þ�¹�Ç¡Ð ¼ ¾ ¨�¿ Ë�û É ¹�¸�¬ ¿ ¦£¾��v³"´ À�¯ Ð�]½ å�æ �	� ¿ u Ö ��Ðcþ�¬ Ñ�Ò ½ ����Ü Ã ��Çc¹�¸�¬c®Û � È�Ó ¦&¼09 ¿E� Ö × É ¹�¸�¬ ¨ J£ô�ü þ�¬Ï®	Ê 9 û
üÎ¦ í îcï	¨�î�© û�ü �	� Ð À �c÷�ø ¿ ª Á�Ö ×�¬ ¨ ¦
µ	¶�·�¹Æí i	º�» î ¼	9 ¿�� Ö ×�¬ ¨ J�ô�ü
þ�¬c®
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  3: �����	ª 2GFIH ����� - ¦�J H �c� � �����	4
θ(9 ) φ(9 ) ��� (mm)

1 5 2 -100

2 4 -1 -60

3 -6 -2 90

4 -3 1 70

  4: �����	X 2GFIH ����� - ¦�J H �c� � �����	4
θ(9 ) φ(9 ) ��� (mm)

1 5 2 -10

2 4 -1 -5

3 -6 -2 7

4 -3 1 8

4.2.2 K�L�M+N�:�O�P�Q+:ER�S+=�>�?�@�A�B�C
º�� 2 î ÅÎ�E�T� i î ½ Õ ¸�¹&³	´£�c¤ É È ®�× Õ ¦Â�Ã � �����c������� ¯ 1, 2 ¨ � ½ r Ç Ö Ç È ®
1. í îÏï$¨�î+© û�üÏ�¡÷�ø ¿�Õ » Û

60cm
½ ×�¬�» ¼

½ �0� ��ë Ö ® Â�Ã � �£�¡�����£�)ª Á£Ö ÇÏ¹"µ�¶
·+¹Æí i	º�» î ��¢�¬c®

2. í îÏï$¨�î+© û�üÏ�¡÷�ø ¿�Õ » Û
60cm

½ ×�¬�» ¼
½ �0� ��ë Ö ® Â�Ã � �£�¡�����£�)X�] Ö ÇÏ¹"µ�¶
·+¹Æí i	º�» î ��¢�¬c®

Û þU*Ïþ£�)ð0ñ£� � û£ü�� È&å0æ �"Ê 10
½ x£¢ ®�¾

¾ À�¯ ¦�è Ó í îcï	¨�î�© û�ü6,�¸cê�ë ½ Þ ¬ �	� ¿ ¦
í î�ï0¨�î+© � Ñ£Ò ½ ����Ü Ã ¢�¬�®£Ç È ¿ É ¹�¦c���
���)ª Á�Ö ���XÇ È Ñ ¿ ¦Ï����ö�� �0� ¯ í î¡ï"¨�î ©
û�ü � ¸cê�ë ½ Þ ¬�¾ ¨ ½ ×�¬c®

Ê 9¦7Ê 10 »�Å ¦ �	� ¨ í îcï	¨£î�© ¨ �c÷�ø ¿ X
]�¸ ¨�Á�¿ ¦�� É�¨ � ¼09 ¿ @�¸Ï®�¾Ï�£¾ ¨ »£Å ¦ µ$¶
·�¹Æí i	º�» î ¼	9 ¯ Â�Ã � ���c�������Aª	XÆ»�ÅA�Î¦�Q� ¨ í îàïQ¨°îV© ¨ ��÷§ø ½ ª Á�Ö ÌWV ] þ°¬ ¨ J
ô�üÎþ�¬c®

4.3 �
�
���YX[Zp������ø
ù�ú�û
¾­¾ À§¯ ¦ å§æ§ç - ¦ � �§���°� - �­¸W��þ�� ¿Sr

Ç¡¸)þ$1�¦AÅ$ÆXÇ È å�æ�ç ��Ë$Ç£�"� ¿ ¸ ½ »�¬"µ�¶�·
¹Æí i"º�» î ¼	9��A½	¾£¢�¬c®a0b ��ë£����¶ÿÇ ¦ å�æ�ç - � 6¦ � �����£� - � 4

¨ Ç�¹v³"´£�¡¤ É È ®&Å"Æ Ç È å�æ�ç ��Ë"Ç�� å"æ �$Ê

(a) ÷�ø 60cm
2
b) ÷�ø 30cm

Ê 9: í îcï0¨�î�© ¨ �	� ¨ �Ï÷�ø ½ »c¬A¼	9	½	¾

(a) �����	ª 2
b) �����0X

Ê 10:
Â�Ã � ���c�����£�Aª	X ½ »c¬A¼	9	½0¾

11
½ x�¢ ®å§æ§ç � ��� R Û ½ � å ½ Å	ÆÌÇ È þQ1 ¨ ¦ ��� �

�Q� ½\�W] Ç�¹eÅQÆ{Ç È þQ1 � l�Ù 1��QÂ�ðQñ � � û
ü�� ÈAå	æ �	Ê 12

½ x�¢ ®
Ê 12 û�ü ¦ å�æ�ç � �0�0� ½ � å ½ Å0ÆÿÇ È Ñ ¿ ¼

9"@�¸"µ$¶�· ¹Xí i$º�» î ¿ ¤£ô�¬ ¨ J�ô�ü
þ�¬�® å�æ
ç ¿ �"� �)�"� ½E�
] ¢�¬vþ"1�¦ Û � å�æ�ç � �$� × ì
û�ü ý ü þ�¬��$
�ß ¯ ¦ �$� R Û�� �$� × ì ��  Ç�¹�¸
×�¸¡® Û � È�Ó ¦ �
] ¢�¬ å�æ�ç � �0� × ì û�ü ý ü
þÈ �$
�ß ¯ ¦ _
^ ½ F �&%$'�¢�¬��"
�ß ¨�¯`_ ô�×�¸ ¨J�ô£üÎþ�¬c®t �

3 n��e³Q´Ì»°Å ¦	¼�9Q@°¸	µ	¶�·V¹Ìí iQº�» î
��¤ ¼ È�Ó ½ ¯ ¦Ïº���» ¼ ×�¾ ¨�¿ w . À�Þ ¬ ¨ J�ô�ü
þ�¬Ï®

•
å�æ�ç -Æ¨ � ������� -£¯ ��
	9 ½ ¢�¬�¾ ¨ ®

• µ	¶�·�¹�í i�º�» î ½ ¶°¸­¬ �Ä� ¯ í î�ïQ¨ îä©
� � Ö ½�a ë�¢�¬�¾ ¨ ®

•
å§æ­ç ¯ µ	¶�·V¹{í iQº�» î ½ ¶°¸§¬ �Q� R Û ½
� å ½ Å	Æ�¢�¬�¾ ¨ ®

5 bdc egf
�Q� À�¯ ¦�hQÛ � 3 º�Ó R <Wi�jQÓ��°�6k{Ç�¹c¦ íî�ïQ¨ îV© ¨ Â­Ã � �°û ü�×­¬ å­æ ºmlWn �§�\o§Ê{ÇÈ ® Û Ç�¹Ï¦ Û � å�æ º
l�n ���"µ�¶�·�¹Xí i$º¸» î È\ �`p
qÿÇ È ®&Ú"Û s ½ ¯ ¦ � ���¡����¢�¬£¾ ¨ ½ »�Åý ü þ�¬`r
s��¡¶£¸�¹¡¦ÿí î�ï Ø�Ù�Ú ¨ � ��Ø�Ù�Ú ¨ �
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tvu�w�x yvz�{�|
(a)

å�æ�ç ¯&R Û ½ � å 2
b)

å�æ�ç ¯ �	� ½E��]
Ê 11:

å�æ�ç �cË	Ç

(a)
å�æ�ç ¯&R Û ½ � å 2

b)
å�æ�ç ¯ �	� ½���]

Ê 12:
å�æ�ç �cË	Ç ½ »c¬A¼	9	½	¾

} ��Ø�Ù0!"#�� ä Ó ¬&È \ �Ep
q Ç È ®�Ð È ¦ å�æ�ç -
¨ � ������� - ¦ �$� �Xí î�ï"¨�î+© û�ü���÷�ø�¦ å�æ
ç ��ËQÇ°� 3 n§��� ç û°üV³�´ ��¤°¸·¦�µ	¶�·V¹Ìí i
º�» î �A¼	9��A½	¾ÆÇ È ®~ ö ¯ ¦�í î¡ï$¨�î+© �`D å � ¦¡O$; Ñ�Ò ½`�/� ¹�Ç
Ð ¼ �$�£�)J0K Ç
¦Qµ�¶�·+¹ í i"º¸» î ¼"9£� Ò � ���
k�¢ ®¡× Õ ¦ �����¡��� ¯ ¦����'�'��������� 13224051¦
14380161¦ Õ »��Ï¦ 14750342 ��������� ì ¹c¤ É È ®
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